Lineare Algebra II, SS08, Blatt 2: Musterloesung:
1. Aufgabe:

(a)

(b)

()

Also bzgl. der Notation: CE(¥)5 = (¥)g ... :—

Offenbar gilt Det(Ag) = —3. Fiir eine beliebige andere Basis T gilt:

Ap = CE  Ag CL = Det(Ar) = Det(CL< As CF) = Det(CL¢)-Det(Ag)-Det(CL) = Det(CE)? Det(Ag) = —3-¢*

mit ¢ € R = Det(Ar) <0VT = Ar # 1d
Es gibt also keine Basis, so dass die Strukturmatrix bzgl dieser die Einheitsmatrix ist.

2. Aufgabe:

(a)

Beh.: H ist ein Untervektorraum von V.

Bew.: Seien v,v' € H,c € K.

Yw e W : Bv+v,w) =Fv,w)+ B, w)=0+0=0=>v+v € H
YweW:pB(c-v,w)=c-Bv,w)=c-0=0=c-veEH

YweW :50,w)=0=0€ H

= H <V Untervektorraum.

Beh.: H = {0} < ( ist nicht ausgeartet in der ersten Variable.
Bew.: H = {0} & [B(v,w) =0 Yw € W = v = 0] < (3 ist nicht ausgeartet in der ersten Variable.

Beh.: (-, ) ist nicht ausgeartet.

Bew.: Seiv e V\ {0} und i € {1,...,n} mit v; #0. = (v,e;) =v; #0
= (-,-) ist nicht ausgeartet in der ersten Variable.

Analog: (-, -) ist nicht ausgeartet in der zweiten Variable.

3. Aufgabe:

(a)

(b)

f#0=30eV: f(¥) #0= Rang(f) >= lunddaDim(K) = lauchRang(f) =1
Mit Dimensionsformel: Defekt(f) = Dim(V) — Rang(f) =n — Rang(f) =n—1
Mit Basisergaenzungssatz: V = Kern(f) ®W mit Dim(W)=1=W =<®@d > mit eV

Beh.: f = ag = Kern(f) = Kern(g)
Bew.: ¥ € Kern(f) & f(¥) =0« g(¥) = (af)(¥) = af(¥) =0 < 0 € Kern(g)

Beh.: Kern(f) = Kern(g) = Ja: f=ayg

Bew.: Waehle nach (a): ¢ € V mit V = Kern(f)® < ¥ >= Kern(g)® < 7 >

= 1) 2 0 A g(d) £ 0= 3y 1 £(7) = 19(7)

erV:fzg-k+ﬁ-ﬁ (kgKern(f)) B
f(@) = fla-k+5-0) = af(k)+ 8f(0) = Bf(V) = Bvg(v) = Brg(0) + v - 0 = Brg(V) + ayg(k) =

vg(ak + BT) = vg(Z) = f =g Waehle ar =

V endlich dimensional < 3}, €; mit e; linear unabhéngig

Beh. 1: Vé; # €;3f,g € W : f(&) # f(€:) N g(€) # g(€j) A (ﬂa € K: f(&;) = ag(€;) Ng(é;) = ozg(@?))

O

Bew. : (durch Widerspruch). f und g welche f(€;) # f(€;)Ag(€;) # g(€;) erfuellen existieren nach Voraussetzung.

Annahme: 3avf € W : f(&) = af(&;) = Vf € W : f(ad — &) = 0= f(0) aber a&; — & #0
Beh. 2: Ve; # €, mit 4,5 <n 3f e W: f(&) # f(€;) N f(€n) =0

Bew.: Wihle f, g gemaefl Beh. 1: Falls f(&,) # 0 A g(€,) # 0 setze h = f — ggz:n; g

s

O



= W enthaelt Teilmenge W,, = {f € W : f(é€,) = 0} so dass:

VfeW,: f(é)=0und W, trennt immer noch die Punkte {e1,ea,...,e,_1}
Beh. 3: W, trennt die Punkte {& — a&,,0}

Bew.: Mit {€;}1<i<n ist auch {€1 — aés, ey, ..., €, } Basis von V und Beh. 1 und 2 treffen zu.
Es gibt also 2 lin. unabhaengige Funktionen, die €1 — a€y und 0 trennen.
Damit erfiillt W,, wieder die Voraussetzungen an W in Behauptung 1 und 2.
Per Induktion enthaelt W Teilmengen W; (1 < i < n) so dass:
VfeW;,j>i: f(€;) =0und W, trennt die Punkte {ei,...e;}

= E'f eWL <W: f(é'z) = 5177;

Durch umnumerieren folgt: Vi 3f; € W : fi(€;) = 6, ;

Diese f; sind offenbar linear unabhéngig

= Dim(W)=n=Dim(V) = Dim(V)AW <V*

=W=V

4. Aufgabe:

(a)

(b)

Beh.: (tﬂ)l = ﬂg

Bew.: \3: W xV — K, (w,v) — B(v,w).

Seiw e W. = (18)1(w) = B(w, ) = B(-,w) = Ba(w)

Beh.: (ﬁl)* = ﬁg

Bew.: (81)* : W** — Vi — o .

Seien w,w’ € W.

= (B1)"(w)(w') = (@ o fr)(w') = w(Br(w')) = w(B(w',)) = Blw',w) = B(-,w)(w') = Fa(w)(w’)
= (B1)"(w) = Ba(w) = (B1)" = P2

Beh. 1: Sei v € V' \ {0}, dann gilt: S(v,w) =0Vw e W < B1(v) =0€ W*

Beh. 2: VW K-Vektorrdume, ¢ € Hom(V, W). Dann gilt:

¢ ist Isomorphismus. < ¢* ist Isomorphismus.

Bew.: ¢o ¢! = idy & idw- = (idw)" = (0 ¢~1)* = (§71)" 0 ¢

Beh.:  ist nicht ausgeartet in der ersten Variable. < (3 ist nicht ausgeartet in der zweiten Variable.
Bew.: 3 ist nicht ausgeartet in der ersten Variable.

asee . o
Behd g injektiv SV ARV <0 g pisektiv 2852 (8,)* bijektiv <2 G, bijektiv VIV <® 5 iniektiv
Beh.1

<= [ ist nicht ausgeartet in der zweiten Variable.



